Rang matrice

Najpre da kazemo koje su elementarne transformacije matrica:

i) zamena mesta dve vrste ( kolone)
ii) mnozenje elemenata jedne vrste (kolone) nekim brojem koji je razli¢it od nule

1) dodavanje elementima jedne vrste (kelone) elemenata(odgovarajucih) neke druge vrste(kolone)
koji su prethodno pomnozeni proizvoljnim brojem.

Matrica A je ekvivalentna sa matricom B ( oznaka 4 ~ B) ako se od matrice A moZe pre¢i na matricu B primenom

konacno mnogo ekvivalentnih transformacija.

Posmatrajmo neku matricu 4e M ( matricu 4 iz skupa matrica M tipa mxn)

Ako u matrici 4 izostavimo neke vrste ili neke kolone ( 2 moZe istovremeno i vrste i kolone), tako dobijenu

matricu nazivamo PODMATRICA matrice A.

Determinantu kvadratne podmatrice reda & matrice 4 M __ nazivamo MINOR reda k matrice A.

Neka je M skup svih matrica tipa mxn i N;=10,1,2,3.......} skup prirodnih brojeva ( sa 0).
Rang matrice u oznaci rang ( ili r) je preslikavanje:
rang ' M__ — N,
odredeno sa
a) rang(4)=0 ako je 4 nula matrica
b} rangi{Ad)= p ., ako postoji minor reda p matrice 4 koji je razlitit od nule | a SVI minori veéeg reda od p, ukoliko

oni postoje, su jednaki nuli.



Primer 1.

2 4
Odrediti rang matrice A=|1 -2].
3 -6

Resenje:

Retko kada mozemo odmah reci koji je rang date matrice.

Prvi posao nam je da koriste¢i navedene elementarne transformacije matrica napravimo ekvivalentnu matricu koja

¢e ispod glavne dijagonale imati sve nule! ( takozvana TRAPEZNA matrica)
Kod nas su na glavnoj dijagonali 2 1 -2, pa ispod njih pravimo nule.

2 4
Za nau matricu nule moraju biti na UOKVIRENIM mestima: 4= |I| =2

I redosled “pravljenja” nula je vrlo bitan!

2 -4 R

2 4

MNule pravimo najpre namestu 4=| 1 -2, zatim na mestu 4 = |I| =2 | inakraju A=|1 =2

—6 3 -6

2 4

3

A=|1 =2 . Najpre ¢emo zameniti mesta prvoj i drugoj vrsti , da nam jedinica bude u prvoj vrsti zbog lakieg

3 -6
ratunanja ( ovo nije neophodno al olakSava posao...)

2 4 1 -2 2 4 1 -2
1 -2|~2 -4| Sad pravimo nulu na mestu gde je3: |1 -2|~| 2 -4
3 6| |3 -6 3 -6 -6

Prvu vrstu ¢emo pomnoZiti sa -3 1 sabrati sa treCom vrstom 1 to upisati u trecu vrstu.

Na mestu gde je bilo 3 bice: 1-(-3)+3= @

Na mestu gde je bilo -6 bice  -2-(=3)+(-6) =|E|



2 4] [1 =2] [1 -2 2 4] [1 -=2] |1 =2
Paje |1 -2|~|2 —4|~|2 —4|.Daljenam treba nula gde je dvojka: |1 -2|~12 4|~ —4
3 -6 3 -6 0 0 3 -6 3 -6 0 0

Prvu vrstu cemo pomnoZiti sa -2 | sabrati sa drugom vrstom 1 upisati umesto druge vrste:
Na mestu gde je bilo 2 na taj nain smo dobili nulu, a na mestu gde je bilo -4 bi¢e: -2-(-2) +(-4) =|§|
2 4 1 -2 1 -2 1 -2

| 2{~|2 -4|~|2 —-4|{~|0 0
3 6| |3 -6/ |0 of |0 0

Sad razmiiljamo: Po3to je matrica tipa 3= 2 |, njen maksimalni rang moZe biti 2, jer postoje samo determinante

drugog reda. Ali, koju god da uzmemo determinantu drugog reda ona ¢e imati u jednoj vrsti obe nule a znamo da je

vrednost takve determinante nula. Rang ove matrice je znati 1, u oznaci |r(4)=1].

Primer 2.
1 -1 4
Odrediti rang matrice 4=(2 1 1
3 0 5
Resenje:

Ova matrica je tipa 3= 3, tako da postoji determinanta reda 3 |, a to znafi da 1 maksimalni rang moze biti 3.

I -1 4

Da se ne zalicemo, prvo mi da napravimo nule ispod glavne dijagonale, na uokvirenim mestima: 11
[ s

Zameni¢emo drugu 1 prvu kolonu, jer ve¢ imamo nulu...

-1 4 -1 1 4
1 2 1| sad pravimo nulu na mestu gde je | ( uokvireno)
0 5 0 3 5

Saberemo prvu i drugu vrstu 1 to ide u drugu vrstu..



I =1 4 [-1 1 4 -1 1 4
A=12 1 1|~ 1 2 1|~ 0 3 35| daljepravimo nulu na vokvirenom mestu( gde je 3):
3 0 5 0 3 5 0 5
0Od trece vrste oduzmemo drugu 1 to 1de u trec¢u vrstu.
I -1 4 -1 1 4 -1 1 4] |-1 1 4
A={2 1 1|~|1 2 1|~|0 3 5|~|0 3 5
3 0 5 0 3 5 0 3 5 0 00

-1 1 4
Sad je jasno da rang ne moZe biti tri jer je vrednost determinante ([0 3 5{=0
0 00

1
Ako recimo uzmemao njena vrednost je =3 =0, pa je rang ove matrice 2: Ay=2
uz |- Miena v j pa je rang ov

Primjer:

1. Odrediti rang matrice u zavisnosti od parametra a.

2 1
A=|3 5§
1 4

-0 8

ReSenje:

Pre nego li krenete da pravite nule ispod glavne dijagonale, nije loSe da parametar prebacimo da je u zadnjoj vrsti , na
krajnjoj desnoj poziciji. Zato ¢emo najpre da zamenimo mesta prvoj vrsti i tre¢oj vrsti.

2 1 a][1 41 i &
A=|3 5 0|~|3 5 0| Sadpravimo nule na naznaCenim mestima 50

I 41 12 1 @ 2l 1 a



I vrsta minus I vrsta pomnoZena sa 2 ide u 111 vrstu

I vrsta minus I vrsta pomnoZena sa 3 1de u 11 vrstu

1 4 1 1 4 1 1 4 1
A~3 5 0|~|0 =7 =3 Sad pravimo jo$ jednu nulu na mestu |0 -7 =3
21 a| [0 -7 a-2 0 7] a-2
Od [T vrste oduzmemo I 1 to upiSemo umesto trede vrste.
1 4 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1
A~{0 =7 =3 |~|0 =7 =3 ~10 =7 =31 Uotimo poziciju |0 =7 =3 |.
0 a-2 0 0 a-2-(-3) 0 0 a+l 0 0
1 4 1
Jasno je da ako je za a+1=0—) ,rang matrice 2, jer imamo matricu [0 -7 -3
0 0 0
I 4 1
A akoje a = -1, rang matrice je tri, jer dobijamo matricu |0 =7 =3 |, &ija determinanta je razli¢ita od nule, jer
0 0 a+l

ako se secate, vrednost determinante ove matrice je proizvod brojeva po glavnoj dijagonali: det A =1-(-7)-(a+1)

Primjer:

Odredi rang matrica:

[2 -3 16 1
a) A=1|1 6 -2 3|.
1 3 2 2
(2 3 -1 4
1 0 1 2
by B=|3 4 0 7
-2 -1 4 1
4 -2 3 5



RjeSenje:
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Primjer:

. Odrediti rang matrice:

2 3 1 5
5

2

2 0 2

0

0 4

0 3 -6

Rjesenje:
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2 0 2 5
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[1 -1 2 1 111 -1 -2 1 o] (1 -1 21 0
01 2 3 5 01 2 3 5[ |01 -2 3 5
0 0 3 5 00 1 3 5/ |00 1 -3 -5
410 0 7 a2 4707 lo 0o 0 9 18]7Jo 0 0 1 2
0 0 13 -13 <13/ |0 0 0 26 52/ [0 0 O 1 2
00 2 4 6|00 0 2 4]|00 0 1 2]
1 -1 2 1 0
01 2 3 5
AwD 013 = rangd =4
00 0 1 2
00 0 0 0
00 0 0 0
Primjer:

Odrediti realne brojeve a 15 tako da je

1 3 1 -2
rang|2 6 -3 -4|=2
a b 6 -2

Rjesenje:

1 3 1 2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 =2 1 3
26 -3 4|~-|-3 6 2 4|-/0 15 5 -10|~|0 =10 5 15 |~
a b 6 -2 6 b a -2 0 b—18 a-6 10 0 10 a-6 b-I18
1 =2 1 3

~10 =10 5 15
0 0 a-1 b-3

=a-1=0ab-3=0=a=1~b=3
Primjer:

Diskutovati rang matrice za razne vrijednosti parametra a:

31 1 4
4-|2 4 10 1
1 7 17 3
22 4 3



Rjesenje:

31 1 471 717 3] 1 7 17 3
a 410 1) {3 1 1 4f o 20 50 5
A= 717 307a 4 10 1170 Tass 10-17a 1-3a
22 4 3| |22 4 3| |2 -12 30 -3
17 17 3 | 17 3
0 4 10 1 0 4 10 I
10 4-7a 10-17a 1-3a| |0 4-7a 10-17a 1-3a
0 4 10 1 0 0 0 0
17 17 3 1 7 17 3
0 4 10 1 |weamlg 4 10 1
10 7a -17a 3al T |0 0 2a -5a
0 0 0 0 00 0 0

a=0= rangd =2 ; u suprotnom dieljenjem trece vrste sa —a dobijamo

1 7 17 3
0 4 10 1
A~ = rangd =3
00 2 -5
00 0 0

Zia=0

Dakle imamo da je rangd = .
Ja=xl

Evo jod nekoliko stvari koje bi trebalo da znamo o matricama:
1) Ekvivalenine matrice imaju isti rang!
2) Ako posmatramo tri matrice 4,8 1 C 1z skupa svih matrica M, za njih vazi:

o

A~ A refleksiviost
A~ B= B~ A— simefricnost
A~BaAB~C = A~ C — tranzitivhost

Ovo nam govori da je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih matrica tipa mxn.

3) Neka je 4 matrica ranga p veceg ili jednakog jedinici p = 1. Tada postoje p nezavisnih vrsta ( kolona) matrice 4

takvih da su ostale vrste (kolone) linearne kombinacije tth p vrsta ( kolona).

4) Rang matrice jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih vrsta ( kolona) te matrice.



Zadaci:

Diskutovati rang matrice za razne vrijednosti parametra a.

4 4 31 6
a]1 1 -1 0 [R:rang:3,akujeae{—5,z}] b}j
a 2 2 2 rang =4, inae 0
9 9 a 3 2

Primenom elementarnih transformacija odrediti rang matrice
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Primenom elementarnih transformacija odrediti rang matrice

1 3 -2 5 0
-2 4 3 -1 1
-2 14 2 B8 2
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